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Abstract 
In this paper, the obstacles to solve three-dimensional motion problems using two-dimensional 

Newton-Euler analyses are presented and examined. The three-dimensional motion analysis 

method used in industry and medicine is based on a robotic approach and is based on the 

mathematics of matrix analysis. This approach requires a deep understanding of matrix 

mathematics and controlling the accuracy of its performance at each stage, which has its own 

complexities. The aim of this paper is to apply two-dimensional methods for analyzing problems 

that are inherently three-dimensional and require spatial geometric vector analyses. The main 

method proposed in this paper to solve the major problem of three-dimensional analyses is to use 

a two-dimensional image of the member length instead of using the full length of the member in 

calculations, especially when calculating the moment of inertia of three-dimensional objects on a 

plane. This research is a type of mathematical analysis and proves the similarity of the results 

between two-dimensional and three-dimensional approaches in the analysis of three-dimensional 

problems. The analysis tool in this study is the inverse dynamics method. The assumption of 

dynamic determinism governs the analysis, that is, for each unknown variable, an equation 

between the variables in the problem is necessary. This is important in most problems assuming 

that the spatiotemporal data of the movement of each member and at least one end or joint in the 

mechanism are known. The results obtained in this paper show that it is possible to calculate the 

moment of inertia of three-dimensional objects moving in space using two-dimensional kinematic 

analyses. The advantages and disadvantages of both three-dimensional and two-dimensional 

methods are mentioned in this research. The use of two-dimensional methods in the analysis of 

three-dimensional objects moving in space provides a better understanding of the movement and 

monitoring the results. Also, with this approach, researchers can monitor the accuracy of the 

results and the spatiotemporal trend of kinematic variables and prevent and avoid computational 

errors and mathematical modeling in describing three-dimensional movements. 

Keywords: joint range of motion, linear and angular velocities and accelerations, three-

dimensional moment of inertia, inverse dynamic analysis 
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 چکیده
بعدی روش تحلیل سهشود. های دوبعدی نیوتن اویلر، ارائه و بررسی میبعدی حرکت با استفاده از تحلیلدر این مقاله، موانع حل مسائل سه

ها استوار است. گیرد، بر مبنای نگرش رباتیک و بر اساس ریاضیات تحلیل ماتریسحرکت که در صنعت و پزشکی مورد استفاده قرار می
های خود را دارد. هدف این رویکرد، نیازمند درک عمیق ریاضیات ماتریس بوده و کنترل صحت عملکرد آن در هر مرحله، پیچیدگی

های برداری هندسی فضایی هستند. بعدی بوده و نیازمند تحلیلهای دوبعدی برای تحلیل مسائلی است که ذاتاً سهتصحیح روشتحقیق، 
بعدی، استفاده از تصویر دوبعدی طول عضو به جای استفاده های سهی تحلیلروش اصلی پیشنهادی در این مقاله برای رفع مشکل عمده

بعدی در صفحه است. این تحقیق، از نوع تحلیل ی ممان اینرسی اجسام سهویژه در هنگام محاسبهبهاز طول کامل عضو در محاسبات 
بعدی است. ابزار تحلیل در این مطالعه، روش دینامیک بعدی در تحلیل مسائل سهریاضی و اثبات همسانی نتایج بین دو نگرش دو و سه

مابین متغیرهای موجود ی فیاست؛ یعنی به ازای هر متغیر مجهول، یک معادله معکوس است. فرض معین بودن دینامیکی، حاکم بر تحلیل
های فضایی زمانی حرکت هر عضو و معلوم بودن حداقل در مسئله ضرورت دارد. این مهم در اغلب مسائل، با فرض معلوم بودن داده

بعدی متحرک در فضا ی ممان اینرسی اجسام سهن محاسبهدهد که امکاآمده، نشان میدستیک انتها یا مفصل در مکانیزم است. نتایج به
بعدی و دوبعدی، در این تحقیق اشاره شده است. های دوبعدی سینماتیک فراهم است. مزایا و معایب دو روش سهاستفاده از تحلیل با

حرکت و نظارت بر نتایج را فراهم کنند، امکان درک بهتر بعدی که در فضا حرکت میهای دوبعدی در تحلیل اجسام سهاستفاده از روش
توانند بر صحت نتایج و روند فضایی زمانی متغیرهای سینماتیک نظارت نمایند و از بروز آورد. همچنین محققان با این رویکرد میمی

 .بعدی، پیشگیری و اجتناب نمایندسازی ریاضی در توصیف حرکات سهخطاهای محاسباتی و مدل

بعدی، تحلیل دینامیک ای، ممان اینرسی سههای خطی و زاویهها و شتابکتی مفاصل، سرعتی حردامنه ها:کلیدواژه
 معکوس
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 مقدمه
های ی فضایی به کمک ماتریسهای هندسههای سینماتیک حرکات در صنعت و پزشکی، با استفاده از روشتحلیل

بینی تغییرات متغیرهای گیری فرآیند و پیشها به دلیل ماهیت پیچیده، امکان رهیر است. این روشپذامکانبعدی سه
های خاص توسعه ها مبتنی بر تحلیل بردارها و مقادیر ویژه در برخی حالتنمایند. برخی روشسینماتیکی را ناممکن می

ه ی یک روش سادها نیز اغلب به دانش و بینش ریاضی قابل توجهی نیاز دارد. اغلب ارائهاند که البته تسلط بر آنیافته
عمده  طوربهسازی را نیز به توصیف ریاضی سیستم القا ننماید، و دقیق که در عین سادگی، خطاهای ناشی از ساده

سازی، برای ایجاد یک تصویر کلی از عملکرد سیستم، پذیرفتن خطا و های مدلمقدور نیست. حتی در برخی نگرش
 حرکت سینماتیک بعدیسهتفاده از فرضیات منطقی در تحلیل نماید. در این مقاله، با اسدور شدن از واقعیت ناگزیر می

دست بعدی های سهتوان به همان دقت تحلیلدوبعدی نیز می هایروش از استفاده فرضیاتی لحاظ شده است که با
 یافت.

 ی پژوهشپیشینه
مورد  کیومکانیدر مطالعات ب هیپا یهااز روش یکیعنوان به ربازیاز د ،حرکت انسان یکینتیو س یکینماتیس لیتحل

حرکت در  شیبالا در نما ییتوانا یواسطهبه یبعدسه لیتحل یهاروش ان،یم نیاستفاده قرار گرفته است. در ا
 دایپ یمهم گاهیارتز و پروتز، جا یل مفاصل و طراحیتحل ،در مطالعات گام برداری ژهیوبه ،ییمختلف فضا یمحورها

 ،یکینامیپردازش د یافزارهاو نرم رویصفحات ن ،یثبت حرکت نور یهاستمیها با استفاده از سروش نیا. (1اند )کرده
 .کنندیرا فراهم م یدر سطوح مختلف حرکت ینرسیگشتاورها و ممان ا روها،ین قیدق یریگامکان اندازه

خاص  یبه فضا ازین زات،یتجه یدگیچیبالا، پ ینهیچون هز ییهاهمواره با چالش ی،بعدسه یهالیحال، تحل نیبا ا
تر و ساده یعنوان روشحرکت، به یدوبعد لیتحل رو،نیاز ا ؛(2اند )همراه بوده شرفتهیبه آموزش پ ازیو ن یشگاهیآزما

( انجام 3) 1و همکاران جانسونکه توسط  یتوجه قرار گرفته است. در پژوهش مورد ریاخ یهاتر، در سالدر دسترس
 لیبه تحل یبا دقت قابل قبول توانندیم یدوبعد یهاشده و حرکات ساده، روشکنترل طیدر شراشد، نشان داد که 

 دارد. یشتریکه در گام برداری کاربرد ب تالیدر صفحه ساج ژهیوبه ؛بپردازند یحرکت یرهایمتغ
 یعضو به جا کی یدوبعد ریکه در آن از طول تصو یاضیر یمدل یبا معرف ،(4) 2و همکاران لیراستا،  نیهم در

وجود  یدوبعد طیدر مح ینرسیممان ا ترقینشان دادند که امکان برآورد دق شود،یآن در فضا استفاده م یطول واقع
)مانند اندام  کنندیغالب حرکت م یصفحه کی رکه د یحرکت اجسام صلب لیطور خاص در تحلبه ،روش نیدارد. ا

 دارد. ییبالا یری(، کاربردپذرفتن راه نیدر ح یتحتان
 لیهوشمند، همراه با تحل یهاکفش ای یحرکت یمانند حسگرها یدنیپوش یاستفاده از ابزارها زین ینیمطالعات بال در
و  سیائوعنوان نمونه، به ؛فراهم کند مارانیحرکت ب لیتحل یبرا نهیهزو کم یعمل ییراهکارها است توانسته ،یدوبعد

 شیپا یبرا یدنیپوش یهمراه با حسگرها یدوبعد لیتحل از ،یمغز یسکته مارانیب یرو یادر مطالعه ،(5) 3همکاران
 گام برداری بهره بردند. تیفیک

 یهابا استفاده از داده یبعدسه یکینامید یپارامترها نیتخم یدرزمینه ییهاها، هنوز شکافتلاش نیوجود ا با
 قیدق نیتخم ده،یچیپ یحرکات چرخش لیتحل به عدم امکان توانیها مشکاف نیا یازجملهوجود دارد.  یدوبعد
 اشاره کرد. دید یهیوابسته به زاو یهاتیو محدود ینرسیممان ا
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که  دهدیارائه م یمدل ،یاضیسازی رمعکوس و مدل کینامیاز روش د یریگراستا، پژوهش حاضر با بهره نیا در
 یهاطیرا در مح یبعدسه یکینتیس یاز پارامترها یترقیدق نیعضو در صفحه، امکان تخم ریبا استفاده از طول تصو

به  ازیو کاهش ن یدوبعد یهالیدقت تحل شیافزا یبرا یعنوان ابزاربه تواندیم ،مدل نی. اسازدیفراهم م یدوبعد
 .ردیمورد استفاده قرار گ یبعدسه متیقگران یابزارها

 روش
پزشکی و رباتیک صنعتی، از رویکردهای گوناگونی بهره ویژه در کاربردهای مهندسی بعدی، بهدر تحلیل حرکت سه

تحلیل مبتنی بر جبر ( 2 بعدی وتحلیل برداری در فضای سه( 1 شامل ،ی رایج در این حوزهدو شیوه. شودگرفته می
 .(6) های رباتیک کاربرد داردسازی سینماتیکی و دینامیکی سامانهطور خاص در مدلماتریسی است؛ رویکردی که به

هایی با ابعاد متغیر استفاده منظور توصیف دقیق وضعیت و حرکت اجزای مکانیکی، از ماتریسر این روش، بهد
جایی خطی، نظیر جابه-آزادی  یهر درجه. مستقیم دارند یرابطه ،شود که این ابعاد با تعداد درجات آزادی سیستممی

 .(7) گرددجایی، سرعت و شتاب میهای جابهماتریسموجب افزایش ابعاد  -ای یا تغییر طول بازودوران زاویه

افزون بر این، . به درک عمیق مفاهیم پیشرفته در جبر خطی و دینامیک چندجسمی نیاز دارد ،هاتحلیل این سامانه
های عددی سازی فضایی و تکنیکآزمایی نتایج و کنترل صحت محاسبات در هر مرحله، مستلزم تسلط بر مدلراستی

 .(9، 8) دقیق است

شود که معمولاً با مختصات وسیله سه متغیر مستقل مشخص میبه ،بعدی، موقعیت یک نقطهدر فضای اقلیدسی سه
مستلزم شش  ،مستقل در فضا یبنابراین، توصیف کامل وضعیت دو نقطه شوند؛نمایش داده می (x, y, z) کارتزین

به یکدیگر  (ای بدون تغییر شکلمیله) یک عضو صلب ییلهوسمتغیر مستقل است. با این حال، اگر این دو نقطه به
همواره ثابت باقی  ،ی بین آن دو نقطهشود؛ به این معنا که فاصلهمتصل باشند، یک قید هندسی به سیستم اعمال می

 .ماندمی

رای توصیف کند و تعداد متغیرهای مستقل لازم بثابت، یکی از درجات آزادی سیستم را حذف می یاین قیدِ فاصله
نمایانگر یکی از اصول بنیادین در تحلیل حرکت اجسام صلب  ،یابد. چنین حالتیبه پنج کاهش می ،حرکت کل سیستم

همواره برابر است با تعداد متغیرهای آزاد منهای تعداد قیود مستقل هندسی یا  ،که در آن تعداد درجات آزادی بوده
 .شده بر سیستمسینماتیکی اعمال

های چندجسمی و همچنین تحلیل اجسام صلب در سازی سینماتیک و دینامیک سیستمی مدل، شالودهاین مفاهیم
 (.10، 8) دهندهای مهندسی مکانیک، رباتیک و بیومکانیک را تشکیل میحوزه

(1) AB = √(𝑥𝐵 − 𝑥𝐴)2 + (𝑦𝐵 − 𝑦𝐴)2 +  (𝑧𝐵 − 𝑧𝐴)2 

 گشتاورهای وارد بر آن مشخص شوند.برای تحلیل سینتیک این میله در فضا، لازم است نیروها و 

(2) Σ𝐹⃗ = 𝑚𝑎⃗ 
(3) Σ𝑀𝐺

⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ = 𝐼 ⃗⃗⃗𝛼⃗ 

 حال اگر تصویر این عضو در یکی از صفحات اصلی دستگاه مختصات کارتزین را دنبال نماییم، خواهیم داشت:

(4) Σ𝐹𝑥 = 𝑚 𝑎̅𝑥 

(5) Σ𝐹𝑦 = 𝑚 𝑎̅𝑦 
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(6) Σ𝑀𝐺 = 𝐼𝐺𝑍 𝛼𝑍 

حول محور عمود بر صفحه )که از  xyی ، نیاز است ممان اینرسی تصویر جسم در صفحه6ی برای تشکیل معادله
گذرد، محاسبه که از مرکز ثقل جسم می zحول محور  ممان اینرسی تصویر جسمگذرد(، یعنی مرکز ثقل جسم می

استفاده از طول میله، از طول تصویر  ی حاضر، این است که در این ممان اینرسی به جایدر مقاله شدهارائهشود. پیشنهاد 
 استفاده شود. xy یصفحههمان میله در 

 صورت عمومی، قانون پیشنهادی به شرح زیر است:به
ی دوبعدی، به جای استفاده بعدی در یک صفحهی نیوتن اویلر برای تصویر یک جسم صلب سهبرای تشکیل معادله

 مورد مطالعه استفاده شود. یصفحهاز طول جسم، از طول تصویر همان جسم در 
ی صلب در صفحه رصد های صلب در صفحه، یعنی هنگامی که تصویر یک میلهبعدی میلهدر تحلیل سینتیک سه

رغم ثابت بودن طول میله در فضا که مصداق صلب بودن ذات آن است، اما تصویر شود، باید توجه شود که علیمی
مقدار صفر را نیز تجربه خواهد کرد. صفر بودن طول تصویر میله در صفحه،  ی طولی متغیر حتی بهمیله در صفحه

یعنی تصویر میله در چنین ؛ ی مورد مطالعه عمود استمربوط به حالتی است که در آن شرایط خاص میله بر صفحه
طول تصویر عددی، ی غیرمتعامد داشته باشد، اما اگر میله با صفحه زاویه؛ ی بدون بعد خواهد بودشرایطی، یک نقطه

کامل با صفحه  طوربهتر از صفر است. حداکثر طول تصویر میله در صفحه نیز مربوط به وضعیتی است که میله بزرگ
 موازی است.

بعدی بوده و سهولت قابل توجهی را برای تحلیل مسائلی که ذاتاً سه های دوبعدی،چنین رویکردی بر مبنای تحلیل
 آورد.هندسی فضایی هستند، فراهم میهای برداری نیازمند تحلیل

بعدی بعدی در تحلیل مسائل سهاین تحقیق، از نوع تحلیل ریاضی و اثبات همسانی نتایج بین دو نگرش دو و سه
. ابزار تحلیل در این مطالعه، روش دینامیک معکوس است. فرض معین بودن دینامیکی حاکم بر تحلیل است؛ است

مابین متغیرهای موجود در مسئله ضرورت دارد. این مهم، در اغلب مسائل یفل، یک معادله یعنی به ازای هر متغیر مجهو
 های فضایی زمانی حرکت هر عضو و معلوم بودن حداقل یک انتها یا مفصل در مکانیزم است.با فرض معلوم بودن داده

 هایافته
 بعدی متحرک در فضا بامان اینرسی اجسام سهی مدهد امکان محاسبهی حاضر، نشان میآمده در مقالهدستنتایج به

بعدی و دوبعدی، در این تحقیق به های دوبعدی سینماتیک فراهم است. مزایا و معایب دو روش سهاستفاده از تحلیل
 تفصیل بیان شده است.

نیوتن  650وزن طبیعی فردی با  رفتن راهمربوط به یک آزمون ، 2و  1 شده در جداولهای ارائهعنوان نمونه، دادهبه
اند. این های آنالیز حرکت نوری و صفحات نیرو ثبت شدههرتز توسط سیستم 100 برداریهستند که با نرخ نمونه

گام  یالعمل زمین در طی چرخههای نیروهای عکسبعدی و مؤلفهشامل موقعیت مفاصل در فضای سه ،هاداده
بر اساس ، (YZ) ساجیتال یشده به مفاصل مچ پا و زانو در صفحهلباشند. در این مقاله، نیروها و گشتاورهای اعمامی

 .(9) اندطور کامل تبیین شدهتحلیل دینامیک معکوس محاسبه و به
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توسط دستگاه آنالیز  هرتز 100حین راه رفتن عادی با فرکانس  یک آزمودنی دربرای  شدهثبت سینماتیک اطلاعات .1جدول 
 حرکت

Frame 
TOE ANKLE KNEE 

X(mm) Y(mm) Z(mm) X(mm) Y(mm) Z(mm) X(mm) Y(mm) Z(mm) 

1 9/350  269-  49 4/329  2/456-  81 8/383  8/489-  7/499  

2 4/350  7/267-  1/48  4/329  455-  9/80  387 3/482-  2/500  

3 9/349  6/266-  7/46  3/329  2/454-  8/80  2/390  2/475-  9/500  

4 3/349  8/265-  6/45  2/329  5/453-  81 3/393  7/467-  4/501  

5 8/348  3/265-  9/44  2/329  8/452-  3/81  396 7/459-  3/501  

 توسط صفحات نیرو هرتز 100یک آزمودنی در حین راه رفتن عادی با فرکانس شده برای ثبت سینتیک اطلاعات .2جدول 

Frame 
GROUND REACTION FORCE (N) CENTER OF PRESSURE 

Fx Fy Fz AX(m) AY(m) 

1 5/16  1/69-  8/716  5/243  7/466-  

2 6/6  4/74-  2/763  245 9/457-  

3 3/8-  9/71-  6/802  1/246  2/454-  

4 3/28-  1/86-  5/842  5/246  5/448-  

5 9/34-  5/72-  6/889  3/247  445-  

 
 رسم عضو در فریم سوم ی اول:مرحله -

 
در فریم میانی از هر پنج فریم متوالی نمایش داده شده  (ANKLE) و مچ پا (TOE) بعدی دو مفصل پنجه. موقعیت سه1شکل 

 .(9) است

زمان وضعیت مفاصل و نیروهای خارجی منظور تحلیل همبه( GRF) العمل زمینهمچنین بردارهای نیروهای عکس
 .افزوده خواهند شد 1واردشده از زمین، در شکل 

 دوم: تحلیل هندسی یمرحله -
در هر یک از پنج فریم ( ANKLE) و مچ پا( TOE) پنجه ینقطهبین دو  ΔZ و ΔY در این مرحله، ابتدا مقادیر

 YΔZ/Δ(rad) = tan Footθی قرارگیری کف پا با استفاده از رابطه یزاویهشود. سپس متوالی محاسبه می

 .(9) آیدمی دست به
شود که در فریم سوم، ای تعریف گونهبه ΔZ و ΔY یرابطهشود که برای استانداردسازی محاسبات، فرض می

صورت منفی به θ یزاویه ینتیجهدارای علامت مثبت باشند. در صورتی که  ،مقدار هر دو بدون نیاز به قدر مطلق
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همچنین در فریم  .آید دست بهمکمل متناظر آن  یزاویهشود تا جمع می π محاسبه شود، همان مقدار منفی با عدد
 .ودشنیز محاسبه می AT سوم، طول بردار

با استفاده از روش مشتق مرکزی قابل  1ای پاو زاویه مچ پاهای خطی ها و شتابی سرعتمحاسبه ی سوم:مرحله -
 انجام است.

 :(9) زیر قابل محاسبه است یبا رابطه ،(Z) عنوان نمونه، سرعت خطی مچ پا در راستای محور قائمبه

(7) 𝑉𝐴𝑧(𝑖) =  
𝑍(𝑖 + 1) − 𝑍(𝑖 − 1)

2Δt
 

 بر اساس روابط مشتق مرکزی و توابع مثلثاتی 1های جدول نتایج تحلیل سینماتیک داده .3جدول 
ΔY 

(mm) 

ΔZ 

(mm) 

AT yz 

(mm) 

Θ,foot 

(rad) 

ω,foot 

(rad/s) 

α,foot 

(rad/s2) 

Vy,ankle 

(m/s) 

Vz,ankle 

(m/s) 

ay,ankle 

(m/s2) 

az,ankle 

(m/s2) 

2/187  32  1693038/0        

3/187  8/32   1733622/0  5251/0   1/0  01/0-    

6/187  1/34  674/190  1798066/0   597/3    5/1-  75/1  

7/187  4/35   1864092/0  5971/0   07/0  025/0    

5/187  4/36   1917482/0        

 
 هااینرسی یچهارم: محاسبه یمرحله -

کل بدن و ابعاد هندسی پا محاسبه بر اساس وزن ( Foot) در این مرحله، پارامترهای اینرسی مربوط به کف پا
و ممان  Foot/Anklerشعاع ژیراسیون پا حول مفصل مچ پا  ،Footm ، جرم پاFootW اشامل وزن پ ،شوند. این پارامترهامی

 .است Foot/AnkleI اینرسی پا نسبت به مفصل مچ پا در صفحه ساجیتال
totalW :)وزن کل بدن )نیوتن 

footW :)وزن کف پا )نیوتن 

otFom :جرم کف پا )کیلوگرم(، برابر با وزن کف پا تقسیم بر شتاب گرانش زمین. 

F/AR  :ساجیتال )متر( یمرکز جرم کف پا تا محور چرخش مفصل مچ پا در صفحه یشعاع ژیراسیون یا فاصله 

yzAT :طول بردار AT (ی بین دو نقطه در صفحه یفاصلهYZ) )در فریم سوم )متر 

yzA I :(مترمربع /ساجیتال )کیلوگرم یکف پا حول مفصل مچ پا در صفحه ممان اینرسی 

(N) total= 0.0145 W footW 
/ 9.81 (kg)foot = W Footm 

  yz* AT 0.69=  Foot/Ankle= R F/ARی ساجیتال شعاع ژیراسیون پا حول مفصل مچ پا در صفحه 

IFoot/Ankle yz = IA yz= mf * R F/A
2 

 :در این روابط
 .شودوزن فرد مورد مطالعه استخراج می از ،وزن کل بدن -

 .(9) های بیومکانیکی استاندارد تعیین شده استبر اساس داده شدهتعیینبا درصد وزنی  ،وزن و جرم کف پا -

 .شودساجیتال تعیین می یدر صفحه AT نسبت ثابتی از طول بردار عنوانبهشعاع ژیراسیون  -

شود که برای استفاده از جرم پا و شعاع ژیراسیون مربع محاسبه می با ،ممان اینرسی کف پا حول مفصل مچ پا -
 .تحلیل دینامیکی حرکت اهمیت دارد

                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                               

1. foot 
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 ی ساجیتالطول پا در صفحه 69/0، معادل با ( F/AR) مچ پاشعاع ژیراسیون پا نسبت به  طبق جدول آنتروپومتری
(yzAT ) متر به متر تبدیل شود. پارامتر شود تا یکای ابعادی آن از میلیضرب می 1000/1است. این مقدار، حتماً در

yzATی ساجیتال بوده که از فریم میانی به دست آمده است.، طول پا در صفحه 

 Foot/Ankle, IFoot/Ankle, rFoot, mFootWها؛ شامل ی اینرسینتایج محاسبه .4جدول 
Wtotal (N) Wfoot (N) mfoot (kg) R F/A (m) IFoot/Ankle yz (kg/m2) 

650 425/9 96075/0 131565/0 01663/0 

 

 اینرسی جسم یآزاد و ترسیمه یپنجم: ترسیمه یمرحله -

مختصات شامل محورهای  یدر این مرحله، جسم مورد مطالعه در فریم سوم با توجه به موقعیت مفاصل در صفحه
 .شودو نیروهای وارده بر روی آن نمایش داده می شدهرسم ( X, Y, Z) اصلی

اند گیری شدهای لازم است که برای قسمت پا، نیروهایی که توسط دستگاه صفحات نیرو ثبت و اندازهتوجه ویژه
 .(9) طور دقیق انجام گیردبردارهای نیرو بر روی شکل وارد شوند تا تحلیل نیروها به صورتبهنیز باید 

 مرکز جرم هر عضو نسبت به مفصل پروگزیمال یا دیستال آن در جدول آنتروپومتری یفاصلههمچنین، نسبت 
ها برای تعیین دقیق موقعیت مرکز جرم هر بخش بدن استاندارد بیومکانیکی ارائه شده است و این داده (5)جدول 

 .شونداستفاده می

 . جدول آنترومتری5جدول 

 
 

در  z,yدر راستای  های شتاب مفصل مچ پاضرب مؤلفهتیب بیانگر حاصل، به ترو  های ، عبارت2در شکل 
ی گشتاور منفی در معادله Iαهای ساعت است؛ پس علامت پشت ، در اینجا در جهت عقربهθی جرم پا است. زاویه

منفی به دست آمده باشد، باید با همان علامت در رابطه  footαندارد؛ یعنی اگر  αاست. این علامت، ربطی به علامت 
، در جهت AMهستند. جهت  y, zدر جهات  ، نیروهای وارد بر مفصل مچ پا AzFو   AyFهای جایگذاری شود. مؤلفه
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از حل پا به مفصل  ی گشتاور حول زانو، نیروها و گشتاورهای وارد بر مفصل مچ پاشود. برای محاسبهمثبت فرض می
 صورت مساوی، موازی؛ ولی در خلاف جهت(.شود )بهپای موجود در ترسیم آزاد نیروهای وارد بر ساق منتقل می مچ

 
 پارامترهای سینماتیکی یو محاسبه (θ_foot) مچ پا ی. نمایش شماتیک زاویه2شکل 

Σ𝑀𝐴
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ = 𝐼𝐴𝛼⃗ + 𝐴𝐺⃗✕ 𝑚𝑓𝑎⃗𝐴 

𝑀𝐴 + 𝑑3𝐹𝑦 − 𝑑2𝑤𝐿 = −𝐼𝐴𝛼 + 𝑑1 + 𝑑2 

𝑀𝐴 +
80.8

1000
(−71.9) −

93.8

1000
(9.425)

= −0.01663(3597)  +
17.05

1000
(0.961)(−1.5) +

93.8

1000
(0.961)(1.75) 

𝑀𝐴 = 6.767 𝑁𝑚 

 (𝑑4 و𝑑3 و𝑑2 و𝑑1ی بازوها )ی ششم: محاسبهمرحله -
نسبت ( Moments) گشتاور نیروها ی، برای محاسبه(Foot) مانند کف پا ،در تحلیل دینامیکی یک بخش از بدن

عمودی یا افقی نیروها نسبت به آن مفصل را بدانیم.  ی، باید فاصله(Ankle Jointبه یک مفصل )اینجا مفصل مچ پا یا 
 .شودگفته می (Moment Arm) اصطلاحاً بازوی گشتاور ،هابه این فاصله

 ت:زیر اس صورتبه ،فرمول کلی گشتاور
𝑀 = 𝐹 × 𝑑 

 ن:که در آ

- M ،؛()مفصل مچ پا گشتاور نسبت به یک نقطه 

- F؛(العمل زمین)مثلاً وزن قطعه، نیروی عکس واردشده ، نیروی 

- d، چرخش یعمودی )مؤلفه عمودی فاصله( بین خط اثر نیرو و نقطه یفاصله (Moment Arm ).است 

 بازوهای گشتاور یمحاسبه ینحوه

. فرض بر این است که شودمیاستفاده   YZYZYZیدقیق این فواصل، از مختصات نقاط در صفحه یبرای محاسبه
توان فواصل عمودی بین می ،کف پا نسبت به راستای افقی مشخص است و با استفاده از هندسه مثلثات و تشابه یزاویه

 کرد.نقاط اثر نیرو و مفصل مچ پا را محاسبه 
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 ی گشتاورمعادله مرحله هفتم: -

Σ𝑀𝐴
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ = 𝐼𝐴𝛼⃗ + 𝐴𝐺⃗✕ 𝑚𝑓𝑎⃗𝐴 

 ی گشتاور، حتماً باید به متر تبدیل شوند.مختصات در محاسبهتمامی فواصل و 

 (𝒅𝟒 و𝒅𝟑 و𝒅𝟐 و𝒅𝟏ی بازوها )نتایج محاسبه .6جدول 

𝒅𝟏 𝒅𝟐 𝒅𝟑 𝒅𝟒 

05/17  8/93  8/80  0 

 
 باید با استفاده از روابط مثلثات متشابه، ،Gz, aGyaی هشتم: موقعیت و شتاب مرکز ثقل پا. برای یافتن مرحله -

مرکز جرم تا هریک از مفاصل که از  یمختصات مرکز ثقل مشخص شود. نسبت تشابه، متناسب است با نسبت فاصله
 .(9) آیدجدول آنتروپومتری به دست می

 ی ساجیتالهای گشتاور در صفحهی مؤلفهنتایج محاسبه .7جدول 

d3 Fy d4 Fz d2 Wf I α d1 ① d2 ② MA 

81/5-  0 884/0  06/0  025/0-  158/0  767/6  

 
 مچ پای نیروهای اعمالی به مفصل ی نیوتن و محاسبهمعادله ی نهم:مرحله -

∑ 𝐹𝑧 = 𝑚 𝑎𝐺𝑧 , ∑ 𝐹𝑦 = 𝑚 𝑎𝐺𝑦 

 ی ساجیتال و متغیرهای سینماتیک آنی موقعیت مرکز ثقل تصویر عضو در صفحهنتایج محاسبه. 8جدول 
yG 

(mm) 
zG 

(mm) 
VyG 
(m/s) 

VzG 
(m/s) 

ayG 
(m/s2) 

azG 
(m/s2) 

F Ay 
(N) 

F Az 
(N) 

6/362-  65       

35/361-  5/64  11/0  0625/0-      

4/360-  75/63    125/2-  5/1  858/69  73/791-  

65/359-  3/63  0675/0  0325/0-      

05/359-  1/63        

 
 شود.میی اول برای عضو ساق پا اجرا سایر مراحل: برای به دست آوردن گشتاور زانو، هفت مرحله -
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 شده به مفصل مچ پا و زانو بر اساس تحلیل دینامیک معکوسدیاگرام گشتاور اعمال. 3شکل 

∑𝐹𝑦 = 𝑚𝐹𝑎⃗𝑦 ⟹ 𝐹𝑦 + 𝐹𝐴𝑦 = 0.961(−2.125) ⟹ 𝐹𝐴𝑦 = 69.858𝑁 

∑𝐹𝑍 = 𝑚𝐹𝑎⃗𝑍 ⟹ 𝐹𝑍 + 𝐹𝐴𝑍 + 𝑊𝐿 = 0.961(1.5) ⟹ 𝐹𝐴𝑍 = −791.734𝑁 

∑𝑀⃗⃗⃗𝑘 = 𝐼𝛼⃗ + 𝑘𝐺
⃗⃗ ⃗⃗⃗ × 𝑚𝐿𝑎𝑘⃗⃗⃗⃗⃗ 

𝑀𝑘 − 𝑀𝐴 − 𝑑7𝑤𝐿 − 𝑑5𝐹𝐴𝑧 + 𝑑6𝐹𝐴𝑌 = −𝐼𝑘𝛼𝐹 + 𝑑8❸ + 𝑑7❹ 

𝑀𝑘 − 6.767 −
9.903

1000
30.225 −

21

1000
(−791.734) +

420.1

1000
69.858

= −0.152(8.473) +
181.903

1000
(3.081)(2.25) +

9.093

1000
(3.081)(−2)

⟹ 𝑀𝑘 = −39.014𝑁𝑚 

روابط مشتق  ی ساجیتال بر اساسبرای ساق پا و مفصل زانو در صفحه 1های جدول نتایج تحلیل سینماتیک داده .9جدول 
 مرکزی و توابع مثلثاتی

ΔY 
(mm) 

ΔZ 
(mm) 

KA yz 
(mm) 

Θ,Leg 
(rad) 

ω,Leg 
(rad/s) 

α,Leg 
(rad/s2) 

Vy,Knee 
(m/s) 

Vz,Knee 
(m/s) 

ay,Knee 
(m/s2) 

az,Knee 
(m/s2) 

6/33  7/418   49072/1        

3/27  3/419   50578/1  5065/1   73/0  06/0    

21 1/420  625/420  52085/1   473/8    25/2  2-  

2/14  4/420   537032/1  676/1   775/0  02/0    

9/6  420  554369/1        

 

 ی ساجیتالها برای ساق پا و مفصل زانو در صفحهی اینرسینتایج محاسبه .10جدول 
W,total W,Leg mLeg rG L/K I L/K 

650 225/30  08104/3  22209/0  152/0  
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 ی ساجیتالی بازوهای گشتاورگیری برای ساق پا و مفصل زانو در صفحهنتایج محاسبه .11جدول 

d5 d6 d7 d8 

093/9  903/181  21 1/420  

 ی ساجیتالهای گشتاور برای ساق پا و مفصل زانو در صفحهی مؤلفهنتایج محاسبه .12جدول 

d7 WL d5 FAz d6 FAy Il/K αL d8 ③ d7 ④ MK 

275/0  626/16-  348/29  288/1  261/1  056/0-  015/39-  

 گیریبحث و نتیجه
کنند، امکان نظارت بر نتایج را فراهم بعدی که در فضا حرکت میهای دوبعدی در تحلیل اجسام سهاستفاده از روش

توانند بر صحت نتایج و روند فضایی زمانی متغیرهای سینماتیک نظارت آورد. همچنین محققان با این رویکرد، میمی
بعدی پیشگیری و اجتناب سازی ریاضی در توصیف حرکات سهکنند و از بروز خطاهای مختلف محاسباتی و مدل

 .نمایند
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